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数学
本试卷共8页。时量120分钟。满分150分。
一、选择题（本大题共8小题，每小题5分，共40分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的．）



1．设集合，，，则（    ）




A．	B．	C．	D．



2．在复平面内，复数对应的点和复数对应的点关于实轴对称，则（    ）



A．5	B．	C．	D．







3．已知向量，满足，，且，则在方向上的投影向量为（    ）



A．3	B．	C．	D．





4．已知函数的定义域为是偶函数，，有，则（    ）




A．	B．	C．	D．
5．若正四棱锥的高为8，且所有顶点都在半径为5的球面上，则该正四棱锥的侧面积为（    ）
A．24	B．32	C．96	D．128





6．已知曲线在处的切线恰好与曲线相切，则实数的值为（    ）
A．1	B．2	C．3	D．4










7．在直角坐标系中，绕原点将轴的正半轴逆时针旋转角交单位圆于点、顺时针旋转角交单位圆于点，若点的纵坐标为，且的面积为，则点的纵坐标为（    ）




A．	B．	C．	D．








8．已知双曲线的左顶点为是双曲线的右焦点，点在直线上，且的最大值是，则双曲线的离心率是（    ）




A．	B．	C．	D．
二、选择题（本大题共3小题，每小题6分，共18分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求．全部选对的得6分，部分选对的得部分分，有选错的得0分．）

9．函数的部分图象如图所示，则下列匀选项中正确的有（    ）
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106062735.png]


A．的最小正周期为


B．是的最小值



C．在区间上的值域为



D．把函数的图象上所有点向右平移个单位长度，可得到函数的图象





10．在长方体中，，点满足，其中，则（    ）





A．若与平面所成的角为，则点的轨迹长度为



B．当时，平面


C．当时，有且仅有一个点，使得



D．当时，的最小值为






11．在2024年巴黎奥运会艺术体操项目集体全能决赛中，中国队以69.800分的成绩夺得金牌，这是中国艺术体操队在奥运会上获得的第一枚金牌．艺术体操的绳操和带操可以舞出类似四角花瓣的图案，它可看作由抛物线绕其顶点分别逆时针旋转后所得三条曲线与围成的（如图阴影区域），为与其中两条曲线的交点，若，则（    ）
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106062745.png]

A．开口向上的抛物线的方程为

B．


C．直线截第一象限花瓣的弦长的最大值为
D．阴影区域的面积大于4
三、填空题（本大题共3小题，每小题5分，共15分．）


12．若，则_____．



13．已知函数若函数有3个零点，则实数的取值范围是_____．







14．设为数列的前项积，若，其中常数，数列为等差数列，则_____．
四、解答题（本大题共5小题，共77分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．）
15．（本小题满分13分）




记的内角所对的边分别为，已知．

（1）求；




（2）若为边上一点，，求．
16．（本小题满分15分）


如图，三棱柱中，．
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106062801.png]


（1）求证：平面；





（2）若直线与平面所成角的正弦值为，求平面与平面夹角的余弦值．
17．（本小题满分15分）





人工智能（AI）是一门极富挑战性的科学，自诞生以来，理论和技术日益成熟．某公司研究了一款答题机器人，参与一场答题挑战．若开始基础分值为分，每轮答2题，都答对得1分，仅答对1题得0分，都答错得－1分．若该答题机器人答对每道题的概率均为，每轮答题相互独立，每轮结束后机器人累计得分为，当时，答题结束，机器人挑战成功，当时，答题也结束，机器人挑战失败．


（1）当时，求机器人第一轮答题后累计得分的分布列与数学期望；

（2）当时，求机器人在第6轮答题结束且挑战成功的概率．
18．（本小题满分17分）．





















已知椭圆的长轴是短轴的倍，且椭圆上一点到焦点的最远距离为3．是椭圆的左、右顶点，过分别做椭圆的切线，取椭圆上轴上方任意两点（在的左侧），并过，两点分别作椭圆的切线交于点，直线交点的切线于，直线交点的切线于，过作的垂线交于．
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106062815.png]

（1）求椭圆的标准方程；






（2）若，直线与的斜率分别为与，求的值；

（3）求证：．
19．（本小题满分17分）











对于函数，若实数满足，则称为的不动点．已知，且的不动点的集合为．以和分别表示集合中的最小元素和最大元素．



（1）若，求的元素个数及；



（2）当恰有一个元素时，的取值集合记为．

（i）求；






（ii）若，数列满足，集合．求证：．


长郡中学2025届高三月考试卷（三）
数学参考答案
	题号
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	答案
	C
	A
	D
	B
	C
	B
	B
	D
	BD
	BCD
	ABD


一、选择题（本大题共8小题，每小题5分，共40分．）

1．C【解析】由题意，，对比选项可知只有C选项符合题意．




2．A【解析】因为复数对应的点和复数对应的点关于实轴对称，所以，所以．






3．D【解析】因为，则，故，所以在方向上的投影向量为．













4．B【解析】因为，有，所以在上单调递增，又是偶函数，则的图象关于对称，所以的图象关于对称，则，故选项A错误；，故选项B正确；，故选项C错误；的正负不能确定，故选项D错误．




5．C【解析】如图，设在底面的投影为，易知正四棱锥的外接球球心在上，


由题意，球的半径，

所以，



故中，边的高为，

所以该正四棱锥的侧面积为．
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065015.png]





6．B【解析】由得，又切点为（1，e），故，切线为，





设与曲线的切点为，所以，解得切点为，


所以，解得．




7．B【解析】由点的纵坐标为，得，显然，



而，即，又，







因此，，有，显然点在第四象限，所以点的纵坐标为．



8．D【解析】如图，设直线与轴交于点，

则．

因为，

所以

．


因为，当且仅当时，等号成立，

所以，



整理得，则，解得．
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065028.png]
二、选择题（本大题共3小题，每小题6分，共18分．）




9．BD【解析】∵，由题图知，∴，，故A错误；



∵，∴可得是的最小值，故B正确；




∵，∴，∴，，





又，∴，∴，∵，∴，

∴，故C错误；



将的图象向右平移个单位长度得到的图象为，故D正确．














10．BCD【解析】对于A中，连接，在长方体中，可得平面，所以即为与平面所成的角，即，在直角中，可得，所以点的轨迹为以为圆心，半径为1的圆，其周长为，所以A错误；
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065043.png]


























对于B中，当时，因为，且点满足，所以点在线段上，连接，在长方体中，可得，因为平面，且平面，所以平面，同理可证平面，又因为，且平面，所以平面平面，因为平面，所以平面，所以B正确；
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065059.png]
































对于C中．当时，因为，且点满足，取的中点，过接，可得点在线段上运动，若，因为平面且平面，所以平面、故平面，又平面，故，所以点在以为直径的圆上，又因为，可得线段与以为直径的圆只有一个交点，所以当点与重合时，即当且仅当为的中点时，能使得，所以C正确；
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065108.png]


















对于D中，当时，因为，且点满足，取的中点，连接，可得点在线段上运动，沿着将直角和平面展开在一个平面上，如图所示，在中，，由余弦定理得，所以，即的最小值为，所以D正确．
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065119.png]






11．ABD【解析】由题意，开口向右的抛物线方程为，顶点在原点，焦点为，将其逆时针旋转后得到的抛物线开口向上，焦点为，则其方程为，即，故A正确；





对于B，根据A项分析，由可解得或，即，代入可得，


由图象对称性，可得，故，即B正确；


对于C，如图，设直线与第一象限花瓣分别交于点，




由解得由解得，

即得，

则弦长为，






由图知，直线经过点时取最大值4，经过点时取最小值0，即在第一象限部分满足，



不妨设，则，且，

代入得，，



由此函数的图象知，当时，取得最大值为，即C错误；
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065127.png]

对于D，根据对称性，每个象限的花瓣形状大小相同，故可以先求部分面积的近似值．如图：
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065234.png]










在抛物线上取一点，使过点的切线与直线平行，由可得切点坐标为，因为，则点到直线的距离为，



于是，由图知，半个花瓣的面积必大于，故原图中的阴影部分面积必大于，故D正确．
三、填空题（本大题共3小题，每小题5分，共15分．）






12．【解析】的展开式通项是：，依题意，得，即，所以．









13．（－3，6）【解析】函数当时，方程，解得，函数有一个零点，则当时，函数须有两个零点，即在时有两个解．









设，对称轴为在上单调递减，在上单调递增，∴，且，即解得，所以的取值范围是（－3，6）．


14．1或2【解析】当时，，

所以．



由数列为等差数列，则为常数，




①若，则恒成立，即恒成立，∴；




②若，则，∴解得


综上所述，或．
四、解答题（本大题共5小题，共77分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．）


15．【解析】（1），则，



所以，因为，所以．



（2）由（1）得，，因为，所以，

如图，在中，由余弦定理，得


，即，




在中，由正弦定理，即，所以，


因为，故，


在中，．
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065314.png]


16．【解析】（1）在中，由余弦定理可得，


则，解得，



由，则在中，，




因为平面，所以平面．






（2）易知两两相互垂直，分别以为轴建立空间直角坐标系，如图，设，则




设平面的法向量，则可得




令，则，所以平面的一个法向量，



设直线与平面所成的角为，



则，可得，解得，



易知，设平面的法向量，




则可得令，则，


所以平面的一个法向量，




设平面与平面的夹角为，则．
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065333.png]


17．【解析】（1）当时，第一轮答题后累计得分所有取值为4，3，2，



所以第一轮答题后累计得分的分布列为：
	X
	4
	3
	2

	P（X）
	

	

	




所以．


（2）当时，设“第六轮答题后，答题结束且挑战成功”为事件，此时情况有2种，分别为：
情况①：前5轮答题中，得1分的有3轮，得0分的有2轮，第6轮得1分；
情况②：前4轮答题中，得1分的有3轮，得—1分的有1轮，第5、6轮都得1分，

所以．

18．【解析】（1）由题意：


所以椭圆的标准方程为．4分



（2）设过点的切线方程为，即，



由消去，整理得，



由，整理得，所以．



（3）设的延长线交轴于点，如图：
[image: C:\Users\Administrator\AppData\Local\Temp\tianruoocr\截图_20241106065449.png]


因为，则．







设P，Q两点处切线斜率分别为，过点的椭圆的切线方程为，即，由消去，化简整理，得，


由，得，

化简整理，得，


由韦达定理，得，所以，





所以要证明，只需证明，即因为，所以上式成立，即成立．



19．【解析】（1）当时，，其定义域为．


由得．


设，则，




当时，；当时，，



所以在上单调递增；在上单调递减，





注意到，所以在上恰有一个零点，且，





又，所以，所以在上恰有一个零点，





即在上恰有一个不动点在上恰有一个不动点，




所以，所以的元素个数为2，又因为，所以．


（2）（i）当时，由（1）知，有两个元素，不符合题意；



当时，，其定义域为，


由得．


设，则，


设，则，




①当时，，所以在上单调递增，




又，所以在上恰有一个零点，



即在上恰有一个不动点，符合题意；




②当时，，故恰有两个零点．


又因为，所以，


当时，；


当时，；


当时，，




所以在上单调递增，在上单调递减，在上单调递增，





注意到，所以在上恰有一个零点，且，






又时，，所以在上恰有一个零点，从而至少有两个不动点，不符合题意；



所以的取值范围为，即集合．


（ii）由（i）知，，所以，

此时，，



由（i）知，在上单调递增，所以，当时，



，所以，即，





故若，则，因为，若存在正整数使得，则，




从而，重复这一过程有限次后可得，与矛盾，从而，，


下面我们先证明当时，，


设，所以，



所以在上单调递减，所以，




即当时，，从而当时，，



从而，即，故，


即，由于，


所以，故，


故时，，


所以，故．
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